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Введение
Дифференциальная геометрия – это богатая и стройная система знаний, объединяющая в себе результаты и методы многих разделов математики. Это наука, которая изучает разнообразные пространственные формы (в первую очередь – кривые и поверхности), представляет собой переплетение и использование результатов алгебры, математического анализа, топологии, теории функций и др. Ее выводы существенно формируют наши естественнонаучные и философские взгляды на свойства окружающего нас пространства. Постепенное развитие дифференциальной геометрии привело к созданию общей теории относительности. Общая теория относительности А. Эйнштейна, пришедшая на смену ньютоновскому классическому естествознанию, является практическим приложением результатов, полученных ранее в дифференциальной геометрии. Кроме того, бурное развитие теоретической физики и механики в 20 в. привело к пониманию фундаментальности геометрических представлений в этих науках. Достаточно указать такие области, как механика сплошных сред, электродинамика, где геометрические методы являются основой математического аппарата.

Настоящее пособие дополняет имеющуюся литературу по дифференциальной геометрии и является основой для практического усвоения данного курса. Основные понятия дифференциальной геометрии, краткая историческая справка, примеры решения и оформления задач, перечень заданий для самостоятельной работы – разделы данного практического пособия. 



1 Основные сведения
1.1 Общие понятия геометрии
Геометрия разворачивается в некотором пространстве, которое состоит из точек P,Q,…. В этом пространстве можно обычным способом ввести декартовы координаты. Введение декартовых координат в пространство означает, что каждой точке пространства поставлен в соответствие набор действительных чисел x1, x2, …, xn, называемых ее координатами, причем выполняются следующие свойства: 1) разным точкам пространства соответствуют разные наборы координат; 2) каждому набору (x1, x2, …, xn), где xi – любые действительные числа, должна соответствовать какая-то точка изучаемого пространства.

Пространство, в котором введены декартовы координаты (x1, x2, …, xn) так, что выполняются перечисленные выше свойства, называется n-мерным декартовым пространством и обозначается через Rn. Число n называется числом измерений или размерностью пространства. 
Пусть декартовы координаты в n-мерном пространстве таковы, что если точке P соответствуют ее координаты (x1, x2, …, xn), а точке Q – (y1, y2,…, yn), то квадрат длины прямолинейного отрезка, соединяющего точки P и Q, равен l2 =
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. Тогда пространство называется евклидовым, а декартовы координаты с такими свойствами называются евклидовыми координатами. 
С точками евклидова пространства удобно связывать векторы. Вектор, ведущий из начала координат O в изучаемую точку P, называется радиус-вектором этой точки. Декартовы координаты (x1, x2, …, xn) точки P называются координатами вектора. Если заданы два вектора 
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, то их евклидовым скалярным произведением называется число  
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 (1). Оно обладает свойствами: 
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Декартовы координаты x1, …, xn, в которых скалярное произведение имеет вид (1), называются евклидовыми координатами.

Пусть U – некоторая область в n-мерном евклидовом пространстве En с декартовыми координатами (x1, x2, …, xn), а 
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 – еще одно n-мерное евклидово пространство с декартовыми координатами y1, y2, …, yn. Регулярной криволинейной системой координат в области U евклидова пространства En называется система гладких (т.е. бесконечно дифференцируемых) функций y1(x1, x2, …, xn), …, yn(x1, x2, …, xn), задающая взаимно однозначное отображение f области U на некоторую область V евклидова пространства 
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этого отображения отличен от нуля во всех точках области U. Таким образом, с каждой точкой P области  U сопоставляется набор чисел y1(P),…, yn(P), называемых криволинейными координатами.

Пусть теперь в области U заданы две криволинейные системы координат y1(P),…, yn(P) и  z1(P),…, zn(P). Это означает, что заданы два взаимно  однозначных и взаимно дифференцируемых отображения f   и  g, что 
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Так как отображения f  и g взаимно однозначны, то можно рассмотреть соответствие, сопоставляющее координатам (y1(P), …, yn(P)) точки P ее координаты  (z1(P),…, zn(P)). Это соответствие определяет отображение 
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. Отображение F называется заменой координат в области U или отображением перехода от координат (y)= (y1(P),…, yn(P)) к координатам (z)= (z1(P),…, zn(P)).

Пусть 
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На любой гладкой кривой (такой кривой, что вектор скорости 
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 (размерность длины) так, чтобы вектор скорости был единичным: 
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Пусть в области U задана произвольная криволинейная система координат (y1, y2,…,yn) и пусть 
[image: image50.wmf]γ(t)

 – некоторая гладкая кривая. Тогда переменные y1, y2,…,yn являются гладкими функциями декартовых координат x1, x2, …, xn в области U, причем 
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 в любой точке области. По теореме обратной функции переменные  x1, x2, …, xn в области U можно однозначно выразить в виде гладких функций от y1, y2,…,yn: xi = xi(y1, y2,…,yn). Если 
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где 
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Таким образом, длина кривой в криволинейных координатах  y1, y2,…,yn  определяется с помощью симметрической матрицы G=(gmp),  где  gmp – гладкие функции переменных  y1, y2,…,yn . Если F – отображение перехода от криволинейных координат (y) к декартовым (x) в области  U , то 
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 – матрица Якоби отображения F.

Пусть (z1,…,zn) – еще одна система криволинейных координат в области U, а 
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 – отображение перехода от системы (y) к системе (z). Отображение 
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Говорят, что в области U  n-мерного пространства задана риманова метрика, если в каждой регулярной системе координат (y1, y2,…,yn) определен выбор гладких функций gij(y), удовлетворяющий следующим условиям: а) gij(y)=gji(y), т.е. матрица G(y)=(gij(y)) симметрична; б) матрица G(y) невырожденна и положительно определена; в) при замене координат 
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 преобразуется как матрица квадратичной формы: 
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Если в области U задана риманова метрика G(y)= (gij) и в системе координат (y1, y2,…,yn) задана некоторая гладкая кривая 
[image: image72.wmf](t))

y

(t),...,

(y

γ(t)

n

1

=

, то ее длиной от точки 
[image: image73.wmf]γ(a)

 до точки 
[image: image74.wmf]γ(b)

 называется число 
[image: image75.wmf]ò

å

=

=

b

a

j

n

1

j

i,

i

ij

dt

dt

dy

dt

dy

(y)

g

l

.

Пусть в области  U  заданы две кривые 
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Часто вместо полной длины дуги записывают явную формулу для дифференциала дуги 
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Говорят, что в области U  n-мерного пространства задана псевдориманова (индефинитная) метрика, если в каждой регулярной системе координат (y1, y2,…,yn) определен набор гладких функций  gij(y), удовлетворяющий следующим условиям: 1) gij(y)= gji(y); 2) матрица G(y) невырождена; 3) при замене координат 
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В псевдоевклидовой метрике длина кривой определяется так же, как и в случае римановой метрики.
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 нулевого радиуса называется изотропным или световым конусом.

Пусть в n-мерном пространстве заданы две области: область 
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Если G – матрица метрики, 
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 – преобразование области 
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Множество всех движений данной метрики образует группу, которая называется движением данной метрики.
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Обратное преобразование имеет вид:
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1.2 Теория кривых
Непрерывной кривой в трехмерном евклидовом пространстве 
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 EMBED Equation.3  [image: image222.wmf], который называется вектором скорости или касательным вектором  
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4) уравнение соприкасающейся плоскости:                          
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  6) уравнение спрямляющей плоскости:
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Касательная, главная нормаль и бинормаль определяют в каждой точке кривой трехгранник с тремя прямыми углами при вершине, совпадающей с точкой кривой. Этот трехгранник называется сопровождающим трехгранником кривой. Гранями сопровождающего трехгранника будут три взаимно перпендикулярные плоскости: соприкасающаяся плоскость, содержащая касательную и главную нормаль; нормальная, содержащая главную нормаль и бинормаль; спрямляющая, содержащая бинормаль и касательную. Единичные векторы касательной, главной нормали и бинормали, направленные по осям сопровождающего трехгранника в положительном направлении, выражаются соответственно (рисунок 1) 
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Рисунок 1 – Сопровождающий трехгранник кривой

Векторы сопровождающего трехгранника меняются при движении точки по кривой. Это изменение для кривой, заданной в натуральном параметре 
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Функции 
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 называются соответственно кривизной и кручением. Из формул Френе следует, что кривизна кривой в данной ее точке есть предел отношения угла поворота касательной на дуге, стягивающейся к данной точке, к длине этой дуги; а модуль кручения равен пределу отношения угла поворота бинормали на дуге, стягивающейся к данной точке, к длине этой дуги. Формулы для вычисления кривизны и кручения кривой в произвольном параметре t имеют вид:
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Если кривая отнесена к натуральному параметру, то 
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Координаты любой точки в этом репере будем обозначать 
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К каждой точке времениподобной кривой присоединим правый ортонормированный репер 
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Проекция вектора кривизны линии на нормаль поверхности в точке, через которую проходит эта кривая, называется нормальной кривизной этой кривой, которая определяется формулой 
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Геодезической линией на поверхности называется линия, главная нормаль которой в каждой ее точке совпадает с нормалью к поверхности в той же точке. Если кривая на поверхности задана параметрическим уравнением 
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 натуральный параметр, то уравнение геодезических линий имеет вид: 
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Геодезической кривизной
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 в точке на поверхности называется кривизна в этой точке ортогональной проекции 
[image: image452.wmf]C

¢

 кривой 
[image: image453.wmf]C

 на касательную плоскость 
[image: image454.wmf]K

 поверхности в данной точке. Пусть кривая на поверхности задана параметрическим уравнением 
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 – натуральный параметр на кривой. Тогда геодезическая кривизна вычисляется по формуле: 
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1.4 Тензоры

Тензоры – это важнейший из классов величин, числовая запись которых меняется при изменении координат. Тензором (тензорным полем) типа (p, q) ранга  p+q называется объект, задаваемый набором чисел 
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 –  числовая запись тензора в координатах 
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Приведем примеры тензоров: 

1) скаляр – тензор 0-го ранга;
2) векторы (типа вектора скорости) – тензор типа (1,0): 
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3) ковектор (типа градиента функции) – тензор типа (0,1): 
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4) квадратичная форма на векторах (скалярное произведение векторов) – тензор типа (0,2):
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5) квадратичная форма на ковекторах (скалярное произведение ковекторов) – тензор типа (2,0): 
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6) линейный оператор на векторах (ковекторах) – тензор типа (1,1):  
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Говорят, что два тензора 
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Аналогично определяется перестановка нижних индексов.

Для тензора 
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Если заданы два тензора 
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Произведение вектора 
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Произведение вектора 
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Если в пространстве заданы риманова метрика 
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. Результат этой операции называется опусканием индекса i1 c помощью римановой метрики 
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Для поднятия нижних индексов вверх при наличии римановой метрики 
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 Отметим, что совокупность всех тензоров типа (p,q) в заданной точке пространства образует линейное пространство: если 
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 тоже есть тензор типа 
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. (Здесь значок 
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Рассмотрим примеры.
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Пусть 
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А как же быть в других системах координат, связанных с евклидовой нелинейной заменой? 
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где набор функций 
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Например, для тензоров 2-го ранга имеем 
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Будем говорить, что задана операция ковариантного дифференцирования (взятия градиента) тензоров любого типа, если в любой системе координат  
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Параллельным переносом вектора 
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Тензор кривизны обладает следующими свойствами:
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Все утверждения, сформулированные для тензоров в области 
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-мерного пространства, переносятся на тензоры на многообразии.

1.5 Краткие исторические сведения
Изучая геометрические образы, человек всегда стремится привлечь для этих целей новые действенные методы, аппараты исследования, недоступные для старых методов задачи, а также выявить и изучить новые свойства геометрических объектов.

 Так, например, аналитическая геометрия основана на сопоставлении: каждой точке пространства – три числа (координаты); каждой поверхности – уравнение, связывающее текущие координаты; каждой кривой – два таких уравнения. Благодаря этому геометрические факты могут быть переведены на язык алгебры, геометрические задачи – решены приемами алгебры, после чего результат при помощи обратного перехода вновь истолковывается на геометрическом языке. Основная идея здесь состоит в том, чтобы заставить сильный и действенный алгебраический аппарат продуктивно работать для геометрических целей.

Дифференциальная геометрия означает аналогичное использование в геометрических целях аппарата дифференциального исчисления. Тем самым создается новая область геометрических исследований, в которую позволяет проникнуть применение нового аппарата.

Чтобы уяснить себе, чем характеризуется эта область – область дифференциальной геометрии, нужно рассмотреть, где и как вообще находит применение аппарат бесконечно малых. 

Приведем элементарный пример. Рассмотрим прямолинейное, но неравномерное движение точки по закону s=s(t). Изучим это движение за бесконечно малый промежуток времени от t до t+∆t. Тогда пройденный за время ∆t путь будет выражаться величиной ∆s=s'(t) ∆t+ε∆t, где ε→0 при ∆t→0. Если пренебречь ε∆t, бесконечно малой высшего порядка по отношению к ∆t, то зависимость от ∆t окажется линейной с коэффициентом s'(t), т.е. движение можно считать равномерным.

Эта идея лежит в основе всех приложений дифференциального исчисления: сложные зависимости становятся в бесконечно малом линейными, неравномерные процессы – равномерными и т.д., если пренебречь бесконечно малыми высших порядков. Этим самым мы получаем возможность изучать интересующие нас зависимости в чрезвычайно упрощенном виде, правда, лишь в бесконечно малом.

Дифференциальная геометрия является осуществлением этой же идеи в области геометрии. Здесь геометрические объекты – линии и поверхности, семейства линий и поверхностей, – могут быть изучены с точки зрения строения в бесконечно малых кусках. И это «микроскопическое исследование» помогает нам обнаружить ряд стройных закономерностей, не видимых простым глазом и обнаруживающихся лишь в бесконечно малом. Возникает новый мощный метод исследования геометрических объектов, т.к. выделив те или иные особенности кривой или поверхности в отдельных их замечательных точках, мы тем самым можем составить представление о форме кривой или поверхности в целом.

Итак, дифференциальная геометрия является обширной областью приложений анализа бесконечно малых (дифференциального и интегрального исчислений и теории дифференциальных уравнений) к исследованию геометрических объектов.

На первоначальных этапах своего развития дифференциальная геометрия почти неотделима от анализа бесконечно малых, хотя многие факты из теории плоских кривых были уже известны и до создания дифференциального исчисления. Х. Гюйгенс, старший современник Г. Лейбница, имевший на него большое влияние, в своей теории часов с маятником (1673) изучает специальные кривые – эволюты и эвольвенты, трактрису, логарифмическую кривую цепную линию, показывает, что идеальный маятник (период колебаний не зависит от амплитуды) описывает циклоиду. Известно, что задача проведения касательной к кривой (Г. Лейбниц) наравне с задачей определения скорости движения точки (И. Ньютон) привели к понятию производной. Естественно, что уже у Лейбница имеются исследования о соприкасании кривых, об огибающих. Яков и Иван Бернулли изучали цепную линию и лемнискату (1694), логарифмическую спираль (Яков). Тогда же было получено дифференциальное уравнение геодезической линии на поверхности (1697, Иван). В 1731 г. появилось исследование А. Клеро «О кривых двоякой кривизны». Здесь кривая рассматривалась как пересечение двух поверхностей, искались длина дуги, касательная, нормаль к одной из поверхностей.

Л. Эйлер (1707-1783) родился в Швейцарии в г. Базель. Отец Эйлера учился у Якова Бернулли, сам Эйлер – у Ивана Бернулли. 

В 1727 г. Л. Эйлер выехал в Петербург в созданную Петром Первым Академию наук и пробыл там (с двадцатилетним перерывом) до смерти, поражая научной продуктивностью. Он сделал существенные вклады во все математические дисциплины того времени. К теории поверхностей относится общее исследование (1760) кривизны нормальных сечений поверхности в данной точке, определение главных направлений, главных радиусов кривизны. В 1782 г. Л. Эйлер рассматривает поверхность в параметрическом представлении. Он строит сферическую индикатрису касательных, вводит бинормаль, главную нормаль. Рассматривает развертывающиеся поверхности.

Новую эпоху в развитии дифференциальной геометрии открыл Г. Монж (1746-1818). Г. Монж родился в семье мелкого торговца во Франции. Окончил  монастырскую  школу  и  уже  в 23 года получил положение профессора. В 1780 г. Г. Монж избирается членом Парижской академии наук. Революция 1789 г. захватила его. В течение восьми месяцев ученый занимает пост морского министра. Он отдается организации детища революции – Политехнической школы. Здесь лекции читались лучшими учеными. Г. Монж в своих лекциях «Приложения анализа» строит теорию пространственных кривых: вводит ось кривизны, показывает, что она описывает развертывающуюся поверхность, на которой лежат все эволюты кривой и множество ее центров кривизны. В изумительных мемуарах 1784 г. «О насыпях и выемках» он приходит к своей теореме о развертывающихся поверхностях, образованных нормалями вдоль линии кривизны. Его учениками были: Ж. Менье, который перестроил Эйлерово учение о кривизне плоских сечений поверхности; Ф. Дюпен, который с помощью индикатрисы ввел понятие сопряженных направлений и асимптотических линий; Ж. Понселе, который после русского плена привез из Саратова первые идеи проективной геометрии. 

Третья эпоха дифференциальной геометрии связана с именем К. Гаусса (1777-1855). Сын поденщика в Брауншвейге (Германия), К. Гаусс своими исключительными способностями счета поразил мецената, и тот дал ему возможность закончить университет. К. Гаусс был всеобъемлющим гением. Он не любил преподавать и занимал пост директора обсерватории Геттингенского университета. К. Гаусс систематически вводил параметрическое представление поверхности, ее две квадратичные формы, рассматривал сферическое изображение поверхности, а также теорему о сумме углов геодезического треугольника. Чтобы две квадратичные формы могли служить основными формами поверхности, коэффициенты их должны удовлетворять трем уравнениям: одному – конечному и двум – дифференциальным. К. Гаусс нашел конечное уравнение, которое и привело его к знаменитой теореме о кривизне поверхности. В его бумагах были все элементы, чтобы получить два других, но он не понял их значения.

К. М. Петерсон (1828-1880) родился в Риге в бюргерской латышской семье. Учился в Дерптском университете. В то время кафедру геометрии возглавлял Ф. Г. Миндинг (1806-1885). Ф. Г. Миндинг составил себе имя работами по дифференциальной геометрии, среди которых следует назвать исследования по изгибанию поверхностей постоянной отрицательной кривизны (псевдосфере). К. М. Петерсон написал сочинение «Об изгибании кривых поверхностей». В нем он нашел уравнения для главных радиусов кривизны и для дифференцирования вдоль линии кривизны. Он отнес поверхность к произвольной системе координат линий и определил поверхность кроме линейного элемента и двух главных радиусов кривизны еще углом одного из главных направлений с координатной линией. В обоих случаях он получил кроме конечного уравнения два дифференциальных и доказал, что они достаточны для доказательства существования поверхности. 
В 1865 г. К. М. Петерсон поступил преподавателем математики в среднюю школу Москвы. За год до смерти он получил в Одесском университете степень доктора математики без защиты диссертации. Им была написана статья «Об отношениях и сродствах между кривыми поверхностями» (1866), в которой рассматривались вопросы наложимости, о сопряженной сети линий, о преобразованиях, названных позже преобразованиями Петерсона. 

 К. М. Петерсон создал первую московскую школу дифференциальной геометрии. Например, Б. К. Млодзеевский (1858-1923) много времени посвятил разработке идей К. М. Петерсона. Д. Ф. Егоров (1869-1930) создал школу теории функций, но большинство его работ принадлежит дифференциальной геометрии.

На развитии дифференциальной геометрии не могло не сказаться великое открытие Н. И. Лобачевского (1793-1856), которое явилось поворотным пунктом в развитии геометрии вообще, а также и в развитии математики. Н. И. Лобачевский первым доказал, что разрабатывающаяся в течение двух тысячелетий евклидова геометрия является не единственной возможной моделью с достаточной степенью точности окружающее нас физическое пространство. Он полно развил другую геометрию, отличающуюся от евклидовой одной аксиомой (аксиомой о параллельных), из которой в частности вытекало, что сумма углов треугольника меньше двух прямых на величину, пропорциональную площади треугольника.

В то же самое время к этой мысли независимо от Н. И. Лобачевского приходили и другие математики (Гаусс, Бойаи), но никто из них не изложил своих идей с достаточной смелостью и полнотой и, первая публикация по неевклидовой геометрии принадлежит Лобачевскому(1829). Идеи Н. И. Лобачевского не были поняты вначале его современниками. Но уже через 10 лет после его смерти итальянский геометр Э. Бельтрами обратил внимание на то, что на поверхности отрицательной гауссовой кривизны, по крайней мере, локально осуществляются все факты геометрии Н. И. Лобачевского, если в качестве прямых рассматривать геодезические линии.

Следующий важный шаг в изучении геометрии сделал знаменитый немецкий математик Б. Риман (1826-1866). Он выделил из всех существовавших к тому времени фактов теории поверхности то, что обеспечивает строение внутренней геометрии: первую квадратичную форму и гауссову кривизну. Он показал, что неограниченное число геометрий может быть построено на основе задания квадратичных форм 
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, играющих роль гауссовой кривизны (n считается произвольной). Построенные таким образом  геометрии получили название римановых геометрий, а соответствующие пространства называются римановыми. Стало ясно, что всякая поверхность постоянной гауссовой кривизны К несет на себе некоторую планиметрию, которая при К = 0 совпадает с евклидовой. Так возникли неевклидовы геометрии: эллиптическая (геометрия Римана, К = const > 0), гиперболическая (геометрия Лобачевского, К = const < 0). Сумма углов треугольника в геометрии Римана больше двух прямых. Идеи Б. Римана привлекли всеобщее внимание, когда в теории относительности Эйнштейна законы тяготения и прохождения света стали объясняться свойствами кривизны четырехмерного пространства, три первые координаты которого определяют точку физического пространства, а четвертая – время. Новая теория излагалась в особом алгоритме, который использовал абсолютное дифференцирование Г. Риччи (1884) и вырос в стройную систему тензорного анализа. 
У нас неутомимым проповедником новых методов в геометрии является В. Ф. Каган. Он создал большую тензорную школу, которая объединяет в себе саратовскую школу В. В. Вагнера, казанскую школу А. П. Нордена, московскую П. К. Рашевского.

Одной из основных тенденций развития дифференциальной геометрии в двадцатом веке является переход от изучения геометрических объектов «в малом», в какой-то окрестности точки, к их изучению «в целом». Кривые поверхности, служащие основными объектами изучения классической дифференциальной геометрии, все больше вытесняются теперь n-мерными дифференцируемыми многообразиями с заданными на них различными геометрическими структурами. Выдающуюся роль в развитии современной дифференциальной  геометрии  сыграли  Э. Картан, А. Д. Александров, А. В. Погорелов, Н. В. Ефимов, С. П. Новиков.
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